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� PROBLEMA 1

Un filo metallico di lunghezza l viene utilizzato per delimitare il perimetro di un’aiuola rettangolare.
a) Qual è l’aiuola di area massima che è possibile delimitare?

Si pensa di tagliare il filo in due parti e utilizzarle per delimitare un’aiuola quadrata e un’altra circolare.
Come si dovrebbe tagliare il filo affinché:
b) la somma delle due aree sia minima?
c) la somma delle due aree sia massima?

Un’aiuola, una volta realizzata, ha la forma di parallelepipedo rettangolo; una scatola, cioè, colma di terre-
no. Si discute di aumentare del 10% ciascuna sua dimensione. Di quanto terreno in più, in termini percen-
tuali, si ha bisogno?

� PROBLEMA 2

Si considerino le funzioni f e g determinate da f (x)� log x e g (x)�ax 2, essendo a un parametro reale e il
logaritmo di base e.
1. Si discuta, al variare di a, l’equazione log x�ax 2 e si dica, in particolare, per quale valore di a i grafici

di f e g sono tra loro tangenti.
2. Si calcoli, posto a�� e 2, l’area che è compresa fra i grafici di f e g (con x�0) nella striscia di piano

determinata dalle rette di equazioni y��1 e y��2.
3. Si studi la funzione h(x)� log x�ax 2 scegliendo per a un valore numerico maggiore di �

2

1

e
� e se ne di-

segni il grafico.

� QUESTIONARIO

Si narra che l’inventore del gioco degli scacchi chiedesse di essere compensato con chicchi di grano: un
chicco sulla prima casella, due sulla seconda, quattro sulla terza e così via, sempre raddoppiando il nume-
ro dei chicchi, fino alla 64a casella. Assumendo che 1000 chicchi pesino circa 38 g, calcola il peso in ton-
nellate della quantità di grano pretesa dall’inventore.

I poliedri regolari - noti anche come solidi platonici - sono, a meno di similitudini, solo cinque: il tetrae-
dro, il cubo, l’ottaedro, il dodecaedro e l’icosaedro. Sai dimostrarlo?

In un piano sono dati una retta r e due punti A e B a essa esterni ma situati nel medesimo semipiano di
origine r. Si trovi il più breve cammino che congiunga A con B toccando r.
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2

1

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a) Poiché la lunghezza del filo rappresenta il perimetro del rettangolo che delimita l’aiuola, detti b, h ri-
spettivamente la base e l’altezza di tale rettangolo (figura 1), vale:

b�h� �
2

l
� .

Scelta b come incognita, si ha h� �
2

l
� �b, quindi la funzione area da massimizzare risulta la seguente:

�(b)�b ���
2

l
� �b���b2 � �

2

l
� b, b ��0; �

2

l
��.

Il grafico di �(b) è una parabola con la concavità rivolta verso il basso e vertice di ascissa �
4

l
� . Quindi il

massimo della funzione è l’ordinata del vertice, cioè:

max
b��0; �

2
l
��

�(b)����
4

l
����

1

l
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� .

Si tratta del caso in cui l’aiuola ha la forma di un quadrato di lato �
4

l
� .

b) Si indica con x la parte del filo che si usa per delimitare l’aiuola di forma quadrata. La lunghezza del

lato del quadrato Q è dunque �
x

4
� .

Di conseguenza, la lunghezza della circonferenza che delimita l’aiuola � di forma circolare è l�x ; si ri-
cava quindi il raggio r :

2�r� l�x � r��
l

2

�

�

x
� .
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Siano a e b le distanze di A e B dalla retta r e h la di-
stanza tra le loro proiezioni D e C su r (figura 13).
Si considera il caso in cui il punto P sia interno al
segmento CD.
Posto x�P�C�, con 0�x�h, risulta:

B�P� ��a� 2��� x� 2�,

P�D� �h�x,

A�P� ��b�2 �� (h� �� x�)2� ��x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2�.

È necessario minimizzare la funzione f (x)�B�P� �A�P�, ovvero:

f (x)��a� 2��� x� 2� ��x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2�, 0�x�h.

Si studia il segno della derivata prima f �:

f �(x)��
�x�2

x

�� a� 2�
�� .

Posto f �(x)�0:

�0,

segue che:

x�x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2� � (h�x)�a� 2��� x� 2�.

Si eleva al quadrato tenendo conto che 0�x�h:

x 2(x 2 �2hx�b 2 �h 2)� (h 2 �x 2 �2hx)(a 2 �x 2)

x 4 �2hx 3 �b 2 x 2 �h 2 x 2 �a 2 h 2 �h 2 x 2 �a 2 x 2 �x 4 �2a 2hx�2hx 3

(a 2 �b 2) x 2 �2a 2 hx�a 2 h 2 �0�

��
a

a

�

h

b
��x��

a

a

�

h

b
� .

Poiché 0�x�h e �
a

a

�

h

b
� è maggiore di h, si ottiene la seguente tabella del segno di f �(x) (figura 14).

Si conclude che la funzione f ha un minimo per x��
a

a

�

h

b
� .

Qualora si prenda il punto P esterno al segmento CD, posto x�P�C�, si
trova che la funzione g (x) da minimizzare è maggiore o uguale a f (x),
cioè g (x)� f (x).

Pertanto il minimo m del cammino rimane per x��
a

a

�

h

b
� e sostituendo

nella funzione f si trova:

m� f ��a
a

�

h

b
����(a� �� b�)2� �� h� 2�.

Definita la funzione f (x)� sen x�x�1, questa è derivabile e quindi continua su R; la sua derivata prima
vale:

f �(x)�cos x�1.

Scelto l’intervallo I� [1; 2], risulta che:

4

x�x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2� � (x�h)�x�2 �� a� 2�
�����

�x�2 �� a� 2� ��x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2�

x�h
���
�x�2 �� 2�h�x��� b� 2��� h� 2�
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